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偏置三维内裂纹单轴拉伸裂纹扩展数值模拟

刘丹珠 1，王义兴 1，肖 望 2

（1.江西省水利规划设计研究院，江西 南昌 330029；2.连云港金海岸开发建设有限公司，江苏 连云港 222000）

摘 要：为研究偏置三维内裂纹在单轴应力下的裂纹扩展过程，利用三维裂纹计算软件 Franc3d软件进行了数值模拟，得
到了裂纹扩展过程及裂纹前缘的应力强度因子变化，计算结果表明：（1）单轴拉力作用下，预制裂纹尖端首先出现翼型裂
纹，随后裂纹逐渐向四周扩展，裂纹先贯穿试件左右两面，而后贯穿试件的前后面形成贯穿型裂纹.（2）三维预制内裂纹倾
角 琢=0毅、30毅时，预制裂纹尖端翼裂纹扩展后期两个翼裂纹呈现相互吸引的规律，而当三维预制内裂纹倾角 琢=45毅、60毅时，
翼裂纹之间则不存在相互吸引靠近的趋势，预制裂纹内侧尖端的翼裂纹扩展要小于预制裂纹外侧尖端.（3）相对玉型应力
强度因子随着预制裂纹尖端距离的变化（从相对距离 0变化到相对距离 1）呈现先增大后减小再增大再减小的规律，相对
域型应力强度因子随着预制裂纹尖端距离的变化呈现先减小后增大再减小再增大的趋势.
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0 引 言

材料中普遍含有缺陷这一事实自 Griffith经典断裂
理论奠基后便为广大断裂力学学者所认同[1]，对于广泛
存在于水利、采矿、煤炭领域的岩体中的裂纹以及缺

陷，对岩体材料强度影响巨大[2-4]。对于工程中的岩体结
构来讲，其抗拉强度远小于抗压强度，因此岩体在拉应

力作用下更容易发生破坏。同时，多裂纹扩展贯通是导

致岩体失稳的重要因素[5，6]，因此，对拉应力下的裂纹扩
展规律的认识十分重要。

对于试样多裂纹扩展的规律，国内外许多学者进

行了大量有意义的研究：如 Horri[7]基于裂纹前缘的应力
状态推导了应力强度因子的表达式，对裂纹相互作用

机理进行了研究；Tang[8]对多裂纹相互作用进行了试验
研究；黄明利[9]利用含两条表面裂纹的 PMMA板在单轴
应力下的裂纹相互作用机理及扩展贯通模式进行了室

内的试验研究。以上研究主要针对于二维穿透性裂纹

或者是三维表面裂纹，但是事实上裂纹主要以三维内

裂纹形态存在于岩体之中，且对岩石的力学性能及复

杂应力下的破坏模式影响巨大，因此，对三维内裂纹多

裂纹扩展贯通模式的研究意义重大。

本文利用 Franc3d软件，对单轴拉伸下含双内裂纹
试件的裂纹贯通扩展过程以及裂纹尖端的应力强度因

子进行了数值模拟，为正确认识含三维内裂纹岩体的

裂纹扩展特性提供一定的参考。

1 计算理论

1.1 应力强度因子计算理论

J积分可以表示成以下形式[10]：

J=
A乙 滓ij

鄣ui鄣x -滓ij 着ij 啄ij蓸 蔀 鄣q鄣x dA （1）

式中：啄ij为克罗狄克符号，q 为赋值函数，A 为计算
积分域。
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应力强度因子 K玉，K域，K芋，与 J积分的关系可以表
示为以下形式：

J= 1-淄2
E K2玉+ 1-淄2

E K2域+ 1+淄
E K2芋 （2）

式中：K玉，K域，K芋，分别为玉型，域型，芋型应力强
度因子；E为弹性模量；淄为泊松比。

应力应变位移关系可以表述为：

滓ij =滓(1)
ij +滓(2)

ij （3）
着ij = 着(1)

ij + 着(2)
ij （4）

ui = u(1)
i + u(2)

i （5）
K i = K (1)

i + K (2)
i （6）

其中应力应变以及位移上的（1）与（2）为两种独立
的线弹性状态，将式（6）代入式（2），可得：

J= J(1) + J(2) + M (1，2) （7）
其中：

J(1) = 1-淄2
E （K (1)玉）2+ 1-淄2

E （K (1)域）2+ 1+淄
E （K (1)芋）2 （8）

J(2) = 1-淄2
E （K (2)玉）2+ 1-淄2

E （K (2)域）2+ 1+淄
E （K (2)芋）2 （9）

M(1，2)=2 1-淄2
E K (1)玉K (2)玉+ 1-淄2

E K (1)域K (2)域+ 1+淄
E K (1)芋K (2)芋蓘 蓡

（10）
其中：

K (1)玉= E2（1-淄2）
M(1，2a) （11）

K (1)域= E2（1-淄2）
M(1，2b) （12）

K (1)芋= E2（1-淄2）
M(1，2c) （13）

M(1，2)=
A乙 滓 (1)

ij
鄣u (2)

i鄣x +滓 (2)
ij
鄣u (1)

i鄣x -
滓 (1)

ij着 (2)
ij 啄ij-滓 (2)

ij着 (1)
ij 啄ij

晌

尚

上上上上上上上上上上

裳

捎

梢梢梢梢梢梢梢梢梢梢

鄣q鄣x dA （14）

因此利用 M 积分便可计算出 3个应力强度因子，
本文所使用的 Franc3d软件正是利用以上原理计算出
裂纹尖端的应力强度因子的分布，同时依据应力强度

因子判断出裂纹扩展的方向。

1.2 最大拉应力准则（MTS）
裂纹扩展准则采用最大拉应力准则（MTS），裂纹将

沿着最大周向应力 滓兹max方向进行扩展，而环向应力可
以表示为：

K r玉（兹）=滓兹兹 2仔r姨 =cos 兹2 K玉cos2 兹2 - 32 K域sin兹蓘 蓡 （15）
令 鄣K r玉（兹）鄣兹 =0，鄣K r玉（兹）2

鄣兹2 臆0，可计算得裂纹的扩
展方向。

2 计算模型及方案

本文模型尺寸如图 1（a）所示，相应的模型网格剖
分图如图 1（b）所示。试件为立方体试件，长伊宽伊高为
50mm伊50mm伊100mm，岩桥长度为 10mm，裂纹倾角为
琢，岩桥角为 茁。插入三维内裂纹尺寸为 2a伊2b=20mm伊
10mm 的椭圆形三维内裂纹，材料的弹性模量为 E=
17.92GPa，泊松比 滋=0.192，密度 籽=2.3g/cm3。

计算边界条件为：模型底部施加固定三个方向的

位移约束，模型上部施加固定 x与 z 方向的位移约束，

图 1 计算模型及网格剖分

（b）网格剖分图

（a）试样设计图
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同时 y方向施加应力边界。
本文保持岩桥角 茁不变，改变三维内裂纹的倾角

琢，研究不同裂纹倾角下双裂纹的扩展贯通过程以及应
力强度因子的变化。岩桥角 茁=120毅，三维内裂纹的倾角
琢分别为 0毅，30毅，45毅，60毅。

3 裂纹扩展过程

岩桥角 茁=120毅，三维内裂纹的倾角 琢分别为 0毅，
30毅，45毅，60毅时，内裂纹扩展过程见图 2。

（a）茁=120毅，琢=0毅

（b）茁=120毅，琢=30毅
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数值模拟结果显示：

（1）含三维内裂纹的倾角 琢=0毅、琢=30毅时，在单轴拉
伸荷载作用下，两裂纹之间出现相互吸引作用；三维内

裂纹所观察到的规律与二维不同，裂纹扩展尖端呈现

圆弧状，仅当裂纹扩展到边界，裂纹尖端才会变平。

（2）含三维内裂纹倾角 琢=45毅、60毅时，两裂纹之间
不存在相互吸引的趋势；由于两条裂纹的相互作用，使

得裂纹内侧尖端扩展要小于外侧尖端，裂纹扩展先贯

（d）茁=120毅，琢=60毅
图 2 裂纹扩展过程

（c）茁=120毅，琢=45毅
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穿试件的左右表面，后贯穿试件的前后表面形成贯穿

性裂纹；裂纹倾角越大，裂纹扩展越明显。

4 模型验证

为验证本次数值模拟的合理性，引用文献[11]中室内
试验成果，进行裂纹试件单轴拉伸试验与数值模拟结

果的对比验证。

文献[11]对含两条预制裂纹的标准立方体试件在单
轴拉伸作用下裂纹扩展过程进行了室内试验研究，试

件断口见图 3（a），本文对含两条内裂纹且裂纹倾角 琢=
30毅的方案进行了数值模拟，数值模拟结果见图 3（b）。

从图 3来看，裂纹尖端呈现“翼裂纹”状扩展，破裂
面沿着试件横向破坏，即裂纹扩展面垂直于最大主应

力方向，验证了数值模拟的合理性。

5 应力强度因子变化

为直观描述裂纹尖端的应力强度因子随裂纹角度

的变化规律，定义不同计算方案下的相对应力强度因

子讦K i讦/讦Kmax讦，以预制裂纹内侧尖端为起点，逆时
针环绕裂纹前缘一周的距离为 1，分析相对应力强度因
子随裂纹尖端相对位置的变化规律。不同倾角下的相

对应力强度因子变化见图 4。

由图 4可知：
（1）相对玉型应力强度因子随着裂纹尖端距离的

变化（从相对距离 0变化到相对距离 1）呈现先增大后
减小再增大再减小的规律，相对玉型应力强度因子在
裂纹的左右侧达到最小，在前后侧达到最大。

（2）相对域型应力强度因子随着裂纹尖端距离的
变化呈现先减小后增大再减小再增大的规律，当裂纹

倾角 琢=0毅时的相对域型应力强度因子在裂纹左右尖端
不为 0，而在其他距离处为 0，这表明预制裂纹尖端的
相互作用是由域型应力强度因子控制。

图 4 相对应力强度因子

玉型相对应力强度因子

域型相对应力强度因子

图 3 室内试验与数值模拟验证

（b）数值模拟结果

（a）室内试验成果
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（3）对于不同裂纹的倾角来说，倾角越大，相对玉
型应力强度因子越小，相对域型应力强度因子总体上
越大；在预制裂纹倾角为 30毅与 60毅时两者的相对域型
应力强度因子几乎一样。

（4）预制裂纹内侧的玉型应力强度因子大于外侧，
这是由于双裂纹之间的相互作用导致的。

根据文献[12，13]的研究，图 3中裂纹上下尖端的无量
纲玉型应力强度因子可以表达为：

Y A玉= 2sx1.5i
滓1（x-y） （x+y）姨 1- E（m）

K（m）蓘 蓡 （16）

Y B玉= -2si
滓1（x-y） y（x+y）姨 y2-x2 E（m）

K（m）蓘 蓡 （17）

式中：x，y为裂纹尖端的横坐标，i为虚数单位；s 为
纯虚数；K（m）与 E（m）为第 1类与第二类椭圆积分。对
式（16），（17）进行整理可得：A点的域型应力强度因子
要小于 B点，因此双裂纹试件的裂纹内侧的玉型应力
强度因子大于外侧，本文的数值模拟结果也验证了此

处理论解的规律。

6 结 论

（1）单轴拉力作用下，预制裂纹尖端首先出现翼型
裂纹，随后裂纹逐渐向四周扩展，裂纹先贯穿试件左右

两面，后贯穿试件的前后面形成贯穿型裂纹。

（2）三维内裂纹倾角 琢=0毅，30毅时，裂纹尖端翼裂纹
扩展后期两条翼裂纹呈现相互吸引的规律，当三维预

制内裂纹倾角 琢=45毅、60毅时，翼裂纹之间不存在相互吸
引的趋势，裂纹内侧尖端的翼裂纹扩展小于外侧尖端。

（3）相对玉型应力强度因子随裂纹尖端相对距离
的变化规律为先增大后减小再增大再减小的规律，相

对域型应力强度因子随着预制裂纹尖端相对距离的变
化规律为先减小后增大再减小再增大。

（4）本文研究成果可以为含多裂纹岩石裂纹扩展
规律及数值模拟提供相应的参考。
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Numerical simulation of one-axis tensile crack propagation of bias
three-dimensional internal crack

LIU Danzhu1，WANG Yixing1，XIAO Wang2

（1. Jiangxi Provincial Water Resources Planning and Design Research Institute，Nanchang 330029 China；
2. Lianyungang Gold Coast Development and Construction Co. Ltd，Lianyungang 222000 China）

Abstract：In order to study the process of crack propagation under uniaxial stress，the crack propagation process and
the stress intensity factor of the front edge of the crack are obtained by the numerical simulation of the three -
dimensional crack calculation software Franc 3d. The results show that：（1）under uniaxial tension，the wing crack first
appears at the tip of the precast crack，and then the crack propagates around the specimen. The crack first runs
through both sides of the specimen and then through the front and back of the specimen.（2）in the case of three
dimensional precast internal crack inclination 琢=0 degree and 30 degree，the two wing cracks at the tip of the precast
crack tip exhibit mutual attraction during the later stage of crack growth. When the angle of internal crack is 45毅and
60毅，there is no tendency to attract and approach each other between wing cracks，and the propagation of wing crack at
the inner tip of precast crack is smaller than that on the outer tip of precast crack.（3）the relative mode I stress intensity
factor changes with the distance of prefabricated crack tip（from relative distance 0 to relative distance 1）. Compared
with the mode 域 stress intensity factor，the stress intensity factor decreases first and then decreases and then increases
with the change of the distance between the prefabricated crack tip and the crack tip.
Keywords：Bias three-dimensional internal crack；Uniaxial tension；Crack propagation；Numerical simulation
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